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一、(13 分)设数列 2 2

1 1
1

2
nx

n
= + + +L ,试用柯西收敛原理证明数列{ }nx 收敛. 

二、(13 分)如果对任意 0δ > ,函数 ( )f x 在[ , ]a bδ δ+ − 上连续,解答以下小题： 

(1)证明函数 ( )f x 在开区间 ( , )a b 上连续； 

(2)能否断定函数 ( )f x 在闭区间[ , ]a b 上连续,为什么? 

三、(14 分)证明函数 ( ) sinf x x x= + 在 ( , )−∞ +∞ 上一致连续. 

四、(16 分)已知函数 ( )f x 在区间[0, 2]上二阶可导,并且在区间[0, 2]上有 ( ) 1f x ≤ ， 

( ) 1f x′′ ≤ ,求证在区间[0, 2]上有 ( ) 2f x′ ≤ . 

五、(11 分)证明:  

2

3 2

0 0

1( ) ( )
2

a a

x f x dx x f x dx=∫ ∫ , ( 0)a > . 

六、(16 分)分别讨论函数 2 2

3
1

1( ) ln(1 )
n

S x n x
n

∞

=
= +∑ 在区间[0,1]上的连续性、可积性与

可微性. 

七、(11 分)证明函数
2

( )n y
z x f

x
= 满足方程 

                   2
z z

x y nz
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

其中 f 为任意的可微函数. 

八、(12 分)计算 [(1 cos ) ( sin ) ]x

L

e y dx y y dy− − −∫ ，其中 L是曲线 siny x= 上从 ( ,0)A π 到

(0,0)O 的一段. 

九、(14 分)计算曲面积分 
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3 3 3x d ydz y dzdx z dxd y
∑

+ +∫∫
 

其中∑为球面 2 2 2 2x y z R+ + = ,方向取外侧. 

十、(14 分)设 L是平面 cos cos cos 0x y z pα β γ+ + − = 上的简单闭曲线，它所包围的

区域D的面积为 S，其中 (cos ,cos ,cos )α β γ 是平面取定方向上的单位向量.证明 

               
1 cos cos cos
2
L

dx dy dz

S

x y z

α β γ= ∫  

其中 L的定向与平面的定向符合右手定则. 

 

十一、(16 分)计算含参变量积分 

               ( )1

0

1sin ln ( 0)
ln

b ax x dx b a
x x

− > >∫  
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一、（13 分）设数列
2 2

1 1
1

2
nx

n
= + + +L ,用柯西收敛原理证明数列{ }nx 收敛. 

证明:不妨设 m n>  

2 2 2

1 1 1

( 1) ( 2)

1 1 1
___ 4

( 1) ( 1)( 2) ( 1)

1 1 1 1 1 1
( ) ( ) ( )

1 1 2 1

1 1 1
___ 9

m nx x
n n m

n n n n m m

n n n n m m

n m n

− = + + +
+ +

< + + +
+ + + −

= − + − + + −
+ + + −

= − <

L L

L L

L L

分

分

      0ε∀ > ,取
1

N
ε
 =   

,则当m n N> > 时,必有 m nx x ε− < . 

所以数列{ }nx 收敛.                                        ___13 分 

二、（13 分）若对任意 0δ > ,函数 ( )f x 在[ , ]a bδ δ+ − 上连续,解答以下小题： 

(1)证明函数 ( )f x 在 ( , )a b 上连续； 

(2)能否断定函数 ( )f x 在[ , ]a b 上连续,为什么? 

解:（1）证明: ( , ), 0x a b δ∀ ∈ ∃ > ,使得 [ , ]x a bδ δ∈ + − ， 

      由于 ( )f x 在[ , ]a bδ δ+ − 上连续,所以 ( )f x 在点 x连续,          ___4 分 

      由 x的任意性,得到 ( )f x 在 ( , )a b 上连续.                       ___7 分 

（2）不能得到 ( )f x 在[ , ]a b 上连续.反例: ( ) sgn (1 ), [0,1]f x x x x= − ∈ . ___11 分 

对任意 0δ > , ( )f x 在[ ,1 ]δ δ− 上连续,但 ( )f x 在[0,1]上不连续.    ___13 分 

三、（14 分）证明函数 ( ) sinf x x x= + 在 ( , )−∞ +∞ 上一致连续. 
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证明: , ( , )x x′ ′′∀ ∈ −∞ +∞  

( ) ( ) ( ) (sin sin )

sin sin 2

f x f x x x x x

x x x x x x

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′− = − + −

′ ′′ ′ ′′ ′ ′′≤ − + − ≤ −
               ___7 分 

0ε∀ > ,取
2

εδ = ,当 x x δ′ ′′− < t 

    ( ) ( )f x f x ε′ ′′− <                                            ___13 分 uv
( ) sinf x x x= + 在 ( , )−∞ +∞ 上一致连续.                   ___14 分 

四、（16 分）设函数 ( )f x 在区间[0, 2]上二阶可导,且在[0, 2]上有 ( ) 1f x ≤ ， ( ) 1f x′′ ≤ .

求证在[0, 2]上有 ( ) 2f x′ ≤ . 

证明:任取 [0, 2]x∈ ,由 Taylor 公式 

21
1

22
2

( )
(0) ( ) ( )(0 ) (0 ) , (0, )

2

( )
(2) ( ) ( )(2 ) (2 ) , ( , 2)

2

f
f f x f x x x x

f
f f x f x x x x

ξ ξ

ξ ξ

′′′= + − + − ∈

′′′= + − + − ∈
          ___6 分 

上两式相减,得 

2 21 2( ) ( )
2 ( ) (2) (0) (2 )

2 2

f f
f x f f x x

ξ ξ′′ ′′′ = − + − −                 ___9 分 

于是当 [0, 2]x∈ 时,有 

1 22 2

2 2 2

( ) ( )
2 ( ) (2) (0) (2 )

2 2

1
2 [ (2 ) ] 3 ( 1) 3 1 4

2

f f
f x f f x x

x x x

ξ ξ′′ ′′
′ ≤ + + + −

≤ + + − = + − ≤ + =
 wx

   ( ) 2f x′ ≤                                            ___16 分 

五、（11 分）证明:   
2

3 2

0 0

1
( ) ( ) ( 0)

2

a a

x f x dx x f x dx a= >∫ ∫  

证明: 设 x t= ,则                                         ___3 分 
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2

2

3

3 2 2

0 0

0

1
( ) ( )

2

1
( )

2

a a

a

x f x dx t f t dt
t

t f t dt

=

=

∫ ∫

∫
                   ___10 分 

即     
2

3 2

0 0

1
( ) ( )

2

a a

x f x dx x f x dx=∫ ∫                      ___11 分 

六、（16 分）分别讨论函数 2 2

3
1

1
( ) ln(1 )

n

S x n x
n

∞

=
= +∑ 在区间[0,1]上的连续性、可积性与

可微性. 

解:    令 2 2

3

1
( ) ln(1 )nu x n x

n
= +  

 2 2 2

3 3

1 1
ln(1 ) ln(1 )n x n

n n
+ ≤ +                              ___4 分 

  
2

2 2

3

1 ln(1 )
lim ln(1 ) lim 0
n n

n
n n
n n→∞ →∞

++ = =g   

所以 2

3
1

1
ln(1 )

n

n
n

∞

=
+∑ 收敛.                                 ___8 分 

由 Weierstrass 判别法, 2 2

3
1

1
ln(1 )

n

n x
n

∞

=
+∑ 在区间[0,1]一致收敛.  

所以 ( )S x 在区间[0,1]上的连续、可积.                      ___10 分 

又    
2 2

2
( )

(1 )
n

x
u x

n n x
′ =

+
 

     
2

2 1
( ) ( 0)

2
n

x
u x x

n n x n
′ ≤ = ≠

⋅
                        ___13 分 

上式当 0x = 时也成立. 

所以 
1

( )n

n

u x
∞

=

′∑ 一致收敛.                                 

所以 ( )S x 在区间[0,1]上可微.                              ___16 分 
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七、（11 分）证明函数
2

( )n y
z x f

x
= 满足方程 

               2
z z

x y nz
x y

∂ ∂+ =
∂ ∂

 

其中 f 为任意的可微函数. 

证明: 

1

2 3 2 2 2

2

2
[ ( ) ( )] 2 ( )

n n
n

z z
x y
x y

y x y y x y
x nx f f y f

x x x x x

−

∂ ∂+
∂ ∂

′ ′= − +
             ___8 分 

2
( )n y

nx f nz
x

= =                                    ___11 分 

八、（12 分）计算 [(1 cos ) ( sin ) ]x

L

e y dx y y dy− − −∫ ，其中 L是曲线 siny x= 上从 ( ,0)A π  

到 (0,0)O 的一段. 

解：添加一条直线段OA（方向从 O 到 A），设这样得到的闭曲线所围区域为 D.

这时 

        (1 cos )xP e y= −        (sin )xQ e y y= −       

        
sinxP

e y
y

∂ =
∂           

(sin )xQ
e y y

x

∂ = −
∂                   ___4 分 

利用 Green 公式，得到 

[(1 cos ) ( sin ) ]x

L

e y dx y y dy− − −∫ [(1 cos ) ( sin ) ]x

OA

e y dx y y dy+ − − −∫
 

x

D

ye dxdy= −∫∫    

sin

0

x
x

o
e dx ydy

π
= −∫ ∫  

1
(1 )

5
eπ= −                                              ___9 分 

[(1 cos ) ( sin ) ] 0x

OA

e y dx y y dy− − − =∫  
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[(1 cos ) ( sin ) ]x

L

e y dx y y dy− − −∫ =
1
(1 )

5
eπ= −                   ___12 分

 

九、（14 分）计算曲面积分 

                
3 3 3x dydz y dzdx z dxdy

∑

+ +∫∫
 

其中∑为球面 2 2 2 2x y z R+ + = ,方向取外恻. 

解:由 Gauss 公式 
3 3 3

2 2 23 ( )

x dydz y dzdx z dxdy

x y z dxdydz

∑

Ω

+ +

= + +

∫∫

∫∫∫                                 ___7 分
 

           

2
4

0 0 0

5

3 sin

12

5

R

d d r dr

R

π π
θ ϕ ϕ

π

=

=

∫ ∫ ∫
                               ___14 分 

十、（14 分）设 L是平面 cos cos cos 0x y z pα β γ+ + − = 上的简单闭曲线，它所包围

的区域D的面积为 S，其中 (cos ,cos ,cos )α β γ 是平面取定方向上的单位向量.证

明 

               1 cos cos cos
2
L

dx dy dz

S

x y z

α β γ= ∫  

其中 L的定向与平面的定向符合右手定则. 

证明:由 Stokes 公式 

cos cos cos

( cos cos ) ( cos cos ) ( cos cos )

cos cos cos

cos cos cos cos cos cos

L

L

D

dx dy dz

x y z

z y dx x z dy y x dz

dS
x y z

z y x z y x

α β γ

β γ γ α α β

α β γ

β γ γ α α β

= − + − + −

∂ ∂ ∂=
∂ ∂ ∂
− − −

∫

∫

∫∫

   ___6 分 



 

»¼½¾¿ÀÁÂÃÄ
kaoyan.comÅÆÀÁ½¾ÇÈ  ÉÊËÌÅÆÀÁÍÎÏÐhttp://download.kaoyan.com 

2 2 22 (cos cos cos )

2 2

D

D

dS

dS S

α β γ= + +

= =

∫∫

∫∫
                             ___13 分 

所以 

               
1

cos cos cos
2
L

dx dy dz

S

x y z

α β γ= ∫                         ___14 分 

十一、（16 分）计算含参变量积分 

               ( )1

0

1sin ln ( 0)
ln

b ax x dx b a
x x

− > >∫  

解：     
1

0

1
sin ln

ln

b ax x
dx

x x

− 
 
 

∫  

1

0

1

0

1
sin ln

1
sin ln

b
y

a

b
y

a

dx x dy
x

dy x dx
x

 =  
 

 =  
 

∫ ∫

∫ ∫
                             ___6 分 

( ) ( )

1 1
1

0 0

1

0

1
1

2 2 0

11 1 1 1 1
sin ln sin ln cos ln

01 1

1 1
cos ln

1

11 1 1 1
cos ln sin ln

01 1

y y y

y

y y

x dx x x dx
x y x y x

x
y x

x x dx
x xy y

+

+

     = +     + +     

 =  +  

   = −   
   + +

∫ ∫

∫

∫

 

( )
1

20

1 1
sin ln

1 1

yx dx
x y

  = 
  + +∫                               ___14 分 ÑÒ

 

             
( )

1

0

2

1
sin ln

ln

1 1

arctan(1 ) arctan(1 )

b a

b

a

x x
dx

x x

dy

y

b a

− 
 
 

=
+ +

= + − +

∫

∫                         ___16 分 


