
第一章第一章第一章第一章 概率论专题概率论专题概率论专题概率论专题 

§1.3 连续型随机变量的变换及变换后的分布连续型随机变量的变换及变换后的分布连续型随机变量的变换及变换后的分布连续型随机变量的变换及变换后的分布 

1. 二重积分的换元积分法二重积分的换元积分法二重积分的换元积分法二重积分的换元积分法 

2. 二维连续型随机变量的变换及变换后的分布二维连续型随机变量的变换及变换后的分布二维连续型随机变量的变换及变换后的分布二维连续型随机变量的变换及变换后的分布 

3. 正态随机变量的非奇线性变换正态随机变量的非奇线性变换正态随机变量的非奇线性变换正态随机变量的非奇线性变换 

4. 标准正态随机变量的正交变换标准正态随机变量的正交变换标准正态随机变量的正交变换标准正态随机变量的正交变换 

 

1. 二重积分的换元积分法二重积分的换元积分法二重积分的换元积分法二重积分的换元积分法 

二维连续型随机变量的变换及变换后的分布与二二维连续型随机变量的变换及变换后的分布与二二维连续型随机变量的变换及变换后的分布与二二维连续型随机变量的变换及变换后的分布与二 

重积分的换元积分法有关重积分的换元积分法有关重积分的换元积分法有关重积分的换元积分法有关。。。。 

在极坐标系中计算二重积分的公式是换元积分法在极坐标系中计算二重积分的公式是换元积分法在极坐标系中计算二重积分的公式是换元积分法在极坐标系中计算二重积分的公式是换元积分法 

的特例的特例的特例的特例，，，，它可以表示为它可以表示为它可以表示为它可以表示为 

∫∫
D

ydxdyxf ),( = ∫∫
*

)sin,cos(
D

ddf θρρθρθρ 。。。。 

此公式说明此公式说明此公式说明此公式说明：：：：在极坐标系中计算二重积分时在极坐标系中计算二重积分时在极坐标系中计算二重积分时在极坐标系中计算二重积分时，，，，要要要要 

将变量将变量将变量将变量 x换为换为换为换为 θρcos ，，，，变量变量变量变量 y换为换为换为换为 θρ sin ，，，， 

ydxd 换为换为换为换为 θρρ dd ，，，， ),( yxf 换为换为换为换为 )sin,cos( θρθρf ，，，， 

区域区域区域区域 D换为换为换为换为 D*。。。。 这里的这里的这里的这里的 D*不再是直角坐标平面不再是直角坐标平面不再是直角坐标平面不再是直角坐标平面 

xoy上的区域上的区域上的区域上的区域，，，，它是一个以它是一个以它是一个以它是一个以 ρ 为横坐标轴为横坐标轴为横坐标轴为横坐标轴，，，，以以以以θ为为为为 

纵坐标纵坐标纵坐标纵坐标轴的新直角坐标平面轴的新直角坐标平面轴的新直角坐标平面轴的新直角坐标平面 θρo 上的区域上的区域上的区域上的区域，，，，区域区域区域区域 D 

内的点内的点内的点内的点(x,y)与区域与区域与区域与区域 D*内的点内的点内的点内的点( θρ , )一一对应一一对应一一对应一一对应。。。。 



             

          

    直角坐标直角坐标直角坐标直角坐标     极坐标极坐标极坐标极坐标      新直角坐标新直角坐标新直角坐标新直角坐标 

平面平面平面平面 xoy     平面上平面上平面上平面上      平面平面平面平面 θρo 上上上上 

上的区域上的区域上的区域上的区域    上的区域上的区域上的区域上的区域     的区域的区域的区域的区域 

   

  图中的区域图中的区域图中的区域图中的区域 D为为为为四分之一圆四分之一圆四分之一圆四分之一圆，，，，D*为矩形为矩形为矩形为矩形，，，，即即即即 

  D={(x,y)|0≤y≤ 22
xR − , 0≤x≤R }，，，，  

  D*={( θρ , )|0≤ ρ ≤R , 0≤θ ≤
2

π
}。。。。 

一般而言一般而言一般而言一般而言，，，，如果变换如果变换如果变换如果变换 x = x(u,v)，，，，y = y(u,v)及其逆及其逆及其逆及其逆 

变换变换变换变换 u = u(x, y),v = v(x, y)使使使使 xoy平面上的区域平面上的区域平面上的区域平面上的区域 D内内内内 

的点的点的点的点(x, y)与与与与 uov平面上的区域平面上的区域平面上的区域平面上的区域 D*内的点内的点内的点内的点(u,v)一一对一一对一一对一一对 

应应应应，，，，则二重积分的换元计算公式可以表示为则二重积分的换元计算公式可以表示为则二重积分的换元计算公式可以表示为则二重积分的换元计算公式可以表示为 
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D
vudvuJvuyvuxf σ ，，，， 

式中的式中的式中的式中的 J(u,v)=
),(),(

),(),(
,,
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vuyvuy

vuxvux

vu

vu 称为称为称为称为 Jacobi行列式行列式行列式行列式。。。。 

当当当当 x= θρcos ，y= θρ sin 时时时时，，，，ρ 与与与与θ分别是上述公式中分别是上述公式中分别是上述公式中分别是上述公式中 

的的的的 u与与与与 v，，，，而而而而 J( θρ , )=ρ 。 

  请注意请注意请注意请注意：：：： ),( vuJ 是是是是 J(u,v)的绝对值的绝对值的绝对值的绝对值。。。。 

 

2. 二维连续型随机变量的变换及变换后的分布二维连续型随机变量的变换及变换后的分布二维连续型随机变量的变换及变换后的分布二维连续型随机变量的变换及变换后的分布 

当二重积分换元积分以前的被积函数当二重积分换元积分以前的被积函数当二重积分换元积分以前的被积函数当二重积分换元积分以前的被积函数 ),( yxf 是是是是二维二维二维二维 

连续型随机变量连续型随机变量连续型随机变量连续型随机变量(X,Y)的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 p(x, y)，，，，且且且且 

  U= u(X,Y)，，，，V=v(X,Y)，，，， 

使使使使(X,Y)变换为变换为变换为变换为(U,V)的函数的函数的函数的函数 u = u(x, y),v = v(x, y)对对对对 

应着唯应着唯应着唯应着唯一的反函数一的反函数一的反函数一的反函数 x = x(u,v)，，，，y = y(u,v)，，，，偏导数偏导数偏导数偏导数 

x
,
u (u,v)、、、、x

,
v(u,v)，，，，y

,
u (u,v)，，，，y

,
v(u,v) 

都存在都存在都存在都存在、、、、都连续时都连续时都连续时都连续时，，，，(U,V)的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 
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式中区域式中区域式中区域式中区域 D*内的点内的点内的点内的点(u,v)与与与与 p(x, y)取正值的区域取正值的区域取正值的区域取正值的区域 D 

内的点内的点内的点内的点(x, y)一一对应一一对应一一对应一一对应。。。。 

  这里有两个等价的随机事件这里有两个等价的随机事件这里有两个等价的随机事件这里有两个等价的随机事件：：：： 



  {(X,Y)∈D}和和和和{(U,V)∈D* }。。。。 

  根据根据根据根据 P{(X,Y)∈D}=P{(U,V)∈D* }，，，，以及以及以及以及 

  P{(X,Y)∈D}= yx
D

dyxp σ∫∫ ),(  

   = vudvuJ
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P={(U,V)∈D* }= vu
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dvup σ∫∫
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由两个二重积分相等由两个二重积分相等由两个二重积分相等由两个二重积分相等、、、、积分区域和记分变量相同积分区域和记分变量相同积分区域和记分变量相同积分区域和记分变量相同，，，， 

即可推出即可推出即可推出即可推出 (U,V)的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度。。。。 
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 【【【【例例例例 3.1】】】】设设设设 X与与与与 Y相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从 N(0,1)分分分分 

布布布布，，，，试用变换法论述试用变换法论述试用变换法论述试用变换法论述（（（（X+Y,X-Y））））的分布密度并的分布密度并的分布密度并的分布密度并 

说明说明说明说明 X+Y与与与与 X-Y相互独立相互独立相互独立相互独立。。。。 

  解解解解：：：：X与与与与 Y的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度、、、、(X,Y)的分布密度依次的分布密度依次的分布密度依次的分布密度依次 
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设设设设 u=x+y, v=x-y,解出解出解出解出 x=
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且且且且当当当当 D为为为为 xoy平面平面平面平面，，，，(x, y)∈D，，，，D*为为为为 uov平面平面平面平面，，，， 

(u, v)∈D*时时时时，，，，(x, y)与与与与(u, v)一一对应一一对应一一对应一一对应，，，，则则则则 

（（（（X+Y,X-Y））））的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 
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因此因此因此因此 X+Y的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 

p
*
1 (u)= vdvup∫

∞
∞− ),(* = 4

2

2

1
u

e
−

π
，，，， 

X-Y的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 
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这里的这里的这里的这里的 X+Y与与与与 X-Y都服从都服从都服从都服从 N(0,2)分布分布分布分布，，，，根据联根据联根据联根据联 

合分布中的合分布中的合分布中的合分布中的ρ =0，，，，判定判定判定判定 X+Y与与与与 X-Y相互独立相互独立相互独立相互独立。。。。 

 

【【【【例例例例 3.2】】】】设设设设 X与与与与 Y相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从 N(0,1)分分分分 

布布布布，，，，试用变换法论述试用变换法论述试用变换法论述试用变换法论述（（（（
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X-Y））））的分布密的分布密的分布密的分布密 



度并说明度并说明度并说明度并说明
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1
X-Y不相互独立不相互独立不相互独立不相互独立。。。。 

  解解解解：：：：X与与与与 Y的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度、、、、(X,Y)的分布密度依次的分布密度依次的分布密度依次的分布密度依次 
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设设设设 u=
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且当且当且当且当 D为为为为 xoy平面平面平面平面，，，，(x, y)∈D，，，，D*为为为为 uov平面平面平面平面，，，， 

(u, v)∈D*时时时时，，，，(x, y)与与与与(u, v)一一对应一一对应一一对应一一对应，，，，则则则则 

（（（（
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同为同为同为同为 N(0,
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1
X-Y不相互独立不相互独立不相互独立不相互独立。。。。 

 

【【【【例例例例 3.3】】】】设设设设 X与与与与 Y相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从 E(k)分布分布分布分布，，，， 

试用变换法论述试用变换法论述试用变换法论述试用变换法论述 X+Y的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度。。。。 

  解解解解：：：：X与与与与 Y相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从相互独立且都服从 E(k)分布分布分布分布时时时时，，，， 

 (X,Y)的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 
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设设设设 u=x+y, v=x,解出解出解出解出 x= v, y=u-v, 

  J(u, v)=
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= -1，，，，x+y=u。。。。 

且当且当且当且当 D为为为为 x>0,y>0，，，，(x, y)∈D，，，，D*为为为为 v>0,u-v>0，，，， 

(u, v)∈D*时时时时，，，，(x, y)与与与与(u, v)一一对应一一对应一一对应一一对应，，，，则则则则 

（（（（X+Y, X））））的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 
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因此因此因此因此，，，，X+Y的分布密度的分布密度的分布密度的分布密度 
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