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河南科技大学 

2009 年硕士研究生入学考试试题 
考试科目代码考试科目代码考试科目代码考试科目代码：：：：    856       考试科目名称考试科目名称考试科目名称考试科目名称：：：：   高等代数             ���������� !"#$% &'(�)*+ ,0-./01 

 

一. （20 分）证明下列命题： 

(1). 设 ( )d x , ( )f x , ( )g x 都是数域P上的多项式。如果 ( ) | ( )d x f x ， ( ) | ( )d x g x ，

且 ( )d x 为 ( )f x 与 ( )g x 的一个组合，证明： ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个最大公因式。 

(2). )(xf 是数域F上次数大于零的多项式， 0, ≠∈ cFc 则 )()( xfcxf ≠− . 

二.（15 分）已知行列式

3074

3751

6789

4352 −

=D . 求 24232221 AAAA +++ ，其中 ijA 是元素 ija

的代数余子式。 

三.（20 分）证明n 阶行列式
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四．（15 分）已知 1V 是 1 2 0nx x x+ + + =L 的解空间， 2V 是 1 2 nx x x= = =L 的解空间，

证明： 1 2

nP V V= ⊕ 。 

五.（10 分）写出一个三元齐次线性方程组，使它的基础解系为 )3,2,1(=η . 

六.（20 分）设实二次型 2 2 2

1 2 3 1 3 2 3( ) 2 2 2f X x x x x x tx x= + + + + ，求当t 是何整数时二次

型 ( )f X 是正定的，并求一个线性替换Y TX= 将二次型 ( )f X 化为标准形。 

七.（20 分）设V 是数域P 上的n 维线性空间。 

(1). 设 21 VVV ⊕= ，已知 rαα ,,1 Λ 是 1V 中的线性无关向量组； sββ ,,1 Λ 是 2V 中的线

性无关向量组。证明 sr ββαα ,,,,, 11 ΛΛ 是V 的线性无关向量组。 
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(2). 设A 是V 的线性变换。证明：A 是单射的充分必要条件是它是满射。 

 

八.（15 分）设数域P 上的 3 维空间V 的线性变换A 在基 1 2 3, ,α α α 下的矩阵为

7 1 1

6 1 1

5 2 1

−
−
−

 
 
 
 

. 求线性变换 2 15 −− +A A A 在基 1 2 3, ,α α α 下的矩阵。 

九.（15 分） 设矩阵 

1 1 1

1 1 , 1

1 1 2

a

A a

a

β
   
   = =   
   −   

， 已知线性方程组 AX β= 有解但不 

唯一，试求：(1)a的值；(2)正交矩阵Q，使 TQ AQ为对角矩阵，其中 TQ 表示Q的转

置（求Q和 TQ AQ）。 
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科目代码：  856         科目名称：    高等代数        
 

一. （20 分）证明下列命题： 

(1). （10 分）设 ( )d x , ( )f x , ( )g x 都是数域 P上的多项式。如果 ( ) | ( )d x f x ，

( ) | ( )d x g x ，且 ( )d x 为 ( )f x 与 ( )g x 的一个组合，证明： ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个最

大公因式。 

(2). （10 分） )(xf 是数域 F 上次数大于零的多项式， 0, ≠∈ cFc 则

)()( xfcxf ≠− . 

证明：(1).由题意，存在多项式 ( ), ( )u x v x , 使 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d x u x f x v x g x= + .（4 分）如

果 ( ) | ( )h x f x ， ( ) | ( )h x g x ,那么 ( ) | ( )h x d x .（8 分）又由于 ( ) | ( )d x f x ， ( ) | ( )d x g x , 所

以 ( )d x 是 ( )f x 与 ( )g x 的一个最大公因式。（10 分） 

(2).如果 ( ) ( )f x c f x− = , 那么 (0) ( ) (2 )f f c f c= = =L .（3 分） 

 考虑 ( ) ( ) (0)g x f x f= − .（6 分） 显然， ( ) ( )g x f x∂ = ∂ , 并且 ( ) 0, 1, 2,g nc n= = K . 

( )g x 有无限多个根，这是不可能的。（10 分） 

二.（15 分）已知行列式

3074

3751

6789

4352 −

=D . 求 24232221 AAAA +++ ，其中 ijA 是元素 ija

的代数余子式。 

解：考虑行列式

2 5 3 4

1 1 1 1

1 5 7 3

4 7 0 3

C

−

= ，按它的第二行展开。（5 分）由于C和D除了第

二行外均相同，故 21 22 23 24C A A A A= + + + ，（10 分）而计算可得 
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2 5 3 4

1 1 1 1
72

1 5 7 3

4 7 0 3

C

−

= = . 所以 21 22 23 24 72A A A A+ + + = .（15 分） 

三.（20 分）证明n阶行列式
+ +
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解：当 = 1n 结论显然成立。假设结论对 - 1n 阶行列式成立。（2分） 

对n阶行列式，将第一列拆成两项。第二项按第一行展开。第一项的第一列乘 b− 加

到第二列，第 2列乘 b− 加到第 3列，……，第 n-1 列乘 b− 加到第 n列。然后用归纳

假设。 
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a bD a b

a b a b

+ +

−
− −= + = + =
− −

（20 分） 

四．（15 分）已知 1V 是 1 2 0nx x x+ + + =L 的解空间， 2V 是 1 2 nx x x= = =L 的解空间，

证明： 1 2

nP V V= ⊕ 。 

证： 1 2( , , , )na a a V∀ ∈L , 令 1 2

1
( )na a a a
n

= + + +L . 

我们有 1 2 1 2( , , , ) ( , , , ) ( , , , )n na a a a a a a a a a a a= − − − +L L L .（5 分） 
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而且 1 2 1 2( , , , ) , ( , , , )na a a a a a V a a a V− − − ∈ ∈L L . 因此 1 2

nP V V= + .（7 分） 

 

如果 1 2 1 2( , , , )nb b b V V∈ ∩L ,那么 1 2 0nb b b+ + + =L , 且 1 2 nb b b= = =L .（10 分） 

从而 1 2 0nb b b= = = =L .（12 分） 

因此 1 2 {0}V V∩ = . 总之， 1 2

nP V V= ⊕ （15 分） 

五.（10 分）写出一个三元齐次线性方程组，使它的基础解系为 )3,2,1(=η . 

解：考虑以 )3,2,1(=η 为解的方程 1 1 2 2 3 3 0k x k x k x+ + = ， 

那么 1 2 31 2 3 0k k k+ + =g g g .（3 分） 

把它看成 1 2 3, ,k k k 的方程。得到基础解系 ( 2,1,0), ( 3,0,1)− − .（7 分） 由此得到方程组 

1 2

1 3

2 0

3 0

x x

x x

− + =
− + =

 

它以 )3,2,1(=η 为基础解系。（10 分） 

六.（20 分）设实二次型 2 2 2

1 2 3 1 3 2 3( ) 2 2 2f X x x x x x tx x= + + + + ，求当t 是何整数时二次

型 ( )f X 是正定的，并求一个线性替换Y TX= 将二次型 ( )f X 化为标准形。 

解：此二次型的矩阵为：

1 0 1

0 1

1 2

A t

t

 
 =  
 
 

，若要 f 为正定的，则要求其各级顺序主子

式都大于零，（5分）即 

         2

1 0 1

0 1 1 0,

1 2

t t

t

= − >    ( 0)t >                          （8分） 

因 t为整数，故 0t = （10 分）；  当 0t = 时 

 
( )

2 2 2

1 2 3 1 3

2 2 2

1 3 2 3

( ) 2 2f X x x x x x

x x x x

= + + +

= + + +
，                             （12 分） 

作线性替换： 
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1 1 3

2 2

3 3

y x x

y x

y x

= +
 =
 =

，即

1 1 3

2 2

3 3

x y y

x y

x y

= −
 =
 =

，则其为非退化的线性替换，   （16 分） 

则经过此线性替换后可得到二次型的标准型： 2 2 2

1 2 3f y y y= + + 。       （20 分） 

 

七.（20 分）设V 是数域P 上的n 维线性空间。 

(1) （10 分）设 21 VVV ⊕= ，已知 rαα ,,1 Λ 是 1V 中的线性无关向量组； sββ ,,1 Λ 是

2V 中的线性无关向量组。证明 sr ββαα ,,,,, 11 ΛΛ 是V 的线性无关向量组。 

(2) （10 分）设A 是V 的线性变换。证明：A 是单射的充分必要条件是它是满

射。 

证明： (1) 由于 21 VVV ⊕= ， 1 2 {0}V V∩ = .（2 分） 设 

1 1 1 1 0r r s sa a b bα α β β+ + + + + =L L  

那么 1 1 1 1 1 2 {0}r r s sa a b b V Vα α β β+ + = − − − ∈ ∩ =L L （4分） 

因此 1 1 1 10, 0r r s sa a b bα α β β+ + = + + =L L 。（6分）由已知 rαα ,,1 Λ 是 1V 中的线性无关

向量组； sββ ,,1 Λ 是 2V 中的线性无关向量组，得 1 10, 0r sa a b b= = = = = =L L .（8 分） 

所以 sr ββαα ,,,,, 11 ΛΛ 是V 的线性无关向量组。（10 分） 

 (2) 已知 dimker dim Im =+ nA A = ，（4分）所以 

A 是单射当且仅当 ker {0} dimker 0 dim Im Imn V= ⇔ = ⇔ = ⇔ =A A A= A 当且仅当

A 是满射. 所以 A 是单射的充分必要条件是它是满射。（10 分） 

 

八.（10 分） 设数域P 上的 3 维空间V 的线性变换 s 在基 1 2 3, ,a a a 下的矩阵为

7 1 1

6 1 1

5 2 1

−
−
−

 
 
 
 

. 求线性变换 2 15s s s -- + 在基 1 2 3, ,a a a 下的矩阵。 

解：线性变换 2 15s s s -- + 在基 1 2 3, ,a a a 下的矩阵为 
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2 1
7 1 1 7 1 1 7 1 1

6 1 1 5 6 1 1 6 1 1

5 2 1 5 2 1 5 2 1

−− − −     
     − − − + −     
     − − −     

（4分） 

48 8 7 35 5 5 1 1 0

41 7 6 30 5 5 1 2 1

28 5 4 25 10 5 7 9 1

− − −     
     = − − − + − −     
     − − − −     

（8分） 

14 4 2

10 0 0

4 14 2

− 
 =  
 − − 

（10 分） 

九.（15 分） 设矩阵 

1 1 1

1 1 , 1

1 1 2

a

A a

a

β
   
   = =   
   −   

， 已知线性方程组 AX β= 有解但不 

唯一，试求：(1)a的值；(2)正交矩阵Q，使 TQ AQ为对角矩阵，其中 TQ 表示Q的

转置（求Q和 TQ AQ）。 

解：(1)对线性方程组 AX β= 的增广矩阵作初等行变换 

1 1 1 1 1 1

1 1 1 0 1 1 0

1 1 2 0 0 ( 1)( 2) 2

a a

A a a a

a a a a

骣骣 ÷麋ç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷ çç ÷÷= ? -çç ÷÷ ç ÷ç ÷ ç ÷ç ÷ ÷ç÷ç ÷- ÷ ç - + +ç ÷ç桫 桫

 

因为线性方程组 AX β= 有解但不唯一，所以秩 ( ) ( ) 3r A r A= < ，故 2a = - . 

(2)现在

1 1 2

1 2 1

2 1 1

A

− 
 = − 
 − 

的特征方程为 ( 3)( 3)E Aλ λ λ λ− = − + . 因此特征值为

1 2 33, 3, 0λ λ λ= = − = . 对应的特征向量分别为：  

1 2 3(1,0, 1) , (1, 2,1) , (1,1,1)T T Tα α α= − = − =  

将 1 2 3, ,α α α 单位化，得 
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31 2
1 2 3

1 2 3

1 1 1 2 1 1 1 1
( ,0, ) , ( , , ) , ( , , )
2 2 6 6 6 3 3 3

T T Tαα αβ β β
α α α

= = − = = − = =  

令

1 1 1

2 6 3

2 1
0

6 3

1 1 1

2 6 3

Q

 
 
 
 = − 
 
 − 
 

，则有

3 0 0

0 3 0

0 0 0

TQ AQ

 
 = − 
 
 

. 


